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MATHEMATICS 
ZUR KLASSIFIKATION DER EINFACHEN LIE-GRUPPEN 
VON 
WERNER BOS 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of November 25, 1961) 
Die Klassifikation der einfachen Lie-Algebren tiber dem komplexen 
Korper laBt sich bekanntlich zuriickftihren auf die Diskussion gewisser 
Vektorsysteme in euklidischen Raumen. Das verbleibende Problem wurde 
bereits wiederholt gelOst. Zuletzt hat wohl H. FREUDENTHAL (1958) 1) eine 
Darstellung veroffentlicht, in der gezeigt wird, daB nur die bekannten 
Vektorsysteme als Losungen des Problems vorkommen. In der vor-
liegenden Arbeit wird dies und die Existenz der betreffenden Losungen 
mit den einfachsten Hilfsmitteln der analytischen Geometrie bewiesen. 
Dabei stimmt l. his 3. im wesentlichen mit der gerade zitierten Arbeit 
tiberein. 
l. Problem: Man bestimme die Menge~ aller Systeme P von Vektoren 
reeller euklidischer Raume mit den folgenden Eigenschaften: 
A A us IX E P folgt I IX I= l. 
B Die Elemente von P sind linear unabhangig. 
C Fur IX, fJ E P, ~X=f{J, ist das innere Produkt (IX, fJ)= -!VB mit 8=0, l, 2 
oder 3. 
D P ist nicht Vereinigungsmenge zweier Mengen P1, P2 mit (1Xl, 1X2)=0 
fiir ~Xi E Pi (i= l, 2). 
2. Im Hinblick auf l.C heiBt das Paar IX, fJ E P 8-fach gebunden fur 
8=/0 und ungebunden fiir 8=0. Denkt man sich zwischen gebundenen 
Paaren Strecken, so ensteht wegen l.D ein zusammenhangender Graph, 
den man sich im R2 veranschaulichen kann. Ferner gehort jedes Teil-
system P' von P, dessen Graph zusammenhangend ist, zu ~· 
3. Der Graph von P ist einfach zusammenhangend. Fur einen ,Kreis" 
P={cx1, ... ,cxm} mit (cxj,CXJH)=fO, j=l, ... ,m (modm), folgt namlich 
aus l.C 
c~>j)2 = L lcxJ\2+ L (cxi, CXJ)<m+2 L (1Xj, IXJ+l)<O. 
i i hi i 
Dies widerspricht LB. 
1) Diese Proceedings 61 (1958), 379-383 = Indagationes Math. 20 (1958), 
379-383. In dieser Arbeit finden sich weitere Literaturhinweise. 
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4. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir wegen LB die 
folgende Vereinbarung treffen: 
Fur ein festes System P = { cx1, ... , cx1} fassen wir ext ( i = 1, ... , l) als 
Vektor von Rn mit n>l auf. e1, ... ,en ist ein kartesisches Koordinaten-
system des Rn mit den Eigenschaften: cx1, ... , iXJ spannen fur j = 1, ... , l 
denselben Teilraum auf wie e1, ... ,eh und (eJ,iXJ)>O fur j=1, ... ,l. 
5. Sei in P = { cx1, ... , cx1} ein Vektor ext enthalten, der mit r anderen 
Vektoren cx110 ••• , CXfr von P gebunden ist. Durch geeignetes Umnumerieren 
der Vektoren von P laBt sich erreichen, daB jk=k (k= 1, ... , r) und 
i=r+1 ist. Dann ist also (cxk,iXrH)=-tVB,;, 8k=1, 2 oder 3, k=1, ... ,r. 
Daraus folgt wegen 3. und 4. zunnachst iXk=ek, k= 1, ... , r, und damit 
ergibt sich 
(1) iXrH=(-tVB;:, ... , -tVSr,* ), 8k=1, 2 oder 3, k=1, ... ,r. 
Der Stern bedeutet hier und im folgenden eine positive Zahl, und die 
nach dem Stern stehenden Komponenten sind stets null. 
6. Aus (1) folgt wegen LA: r.;;;3, d.h. jeder Vektor ist hi:ichstens an 
drei Vektoren gebunden. 
7. Aus (1) folgt fur r=3 wegen LA: 81=82=8s=L 
8. Entsprechend folgt fur r = 2: 81 = 2, 82 = 1 his auf Vertauschung 
von cx1 mit cx2 oder 81 = 82 = 1. 
9. Fur r= 1 ergibt sich 81 = 1, 2 oder 3. 
10. Wir werden aile Systeme P erhalten, indem wir zu speziellen 
Systemen fortgesetzt neue Vektoren unter Beachtung von LA his LD 
hinzufligen. LaBt sich ein System P = { cx1, ... , cx 1} durch einen Vektor 
cxz+1 erweitern, so kann man dessen l erste Komponenten (bezliglich 
e1, ... ,en) aus den Komponenten der Vektoren iXi und den Zahlen (ext, cx 1+1), 
i= 1, ... , l, Ieicht berechnen. Wegen 3. ist genau eine dieser Zahlen etwa 
(cxt0 , cxz+lh'"'O. P heiBt dann beim Vektor iXto erweiterbar. 
Gibt man sich ungekehrt (cxt0 , iXH1) i= 0 vor, so existiert iXH1 genau dann, 
wenn die Quadratsumme seiner daraus berechneten ersten l Komponenten 
kleiner 1 ist. GemaB der Verabredung 4. tiber e1, ... ,en sind dann die 
restlichen Komnonenten durch LA bestimmt. Das V erfahren ist also 
vollig elementar und die erwahnte Rechnung reduziert sich wegen des 
gewahlten Koordinatensystems auf ein einfaches Aufschreiben der Vek-
toren. 
1L Wegen 7., 8. und 9. ist jeder Vektor, der mit einem anderen 
dreifach gebunden ist, nur an diesen Vektor gebunden. Das einzige 
System P, das eine dreifache Bindung enthalt ,ist also wegen 2. gemaB 9. das 
System P={cx1, cx2} mit den Vektoren cx1=e1, cx2 = (- V!, ~' 0, ... , o). 
a o 
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12. Aile Systeme mit einer zweifachen Bindung sind wegen 2. Erweite~ 
rungen des ersten Systems von 8. also von 
Wir versuchen zunachst dieses System durch einen V ektor <X4 zu 
erweitern, der mit <X2 einfach gebunden ist. Die Konstruktion von <X4 
wird als Beispiel des Verfahrens ausfiihrlich behandelt, um zu zeigen, 
daB hier und spater auftretende Komponentendarstellungen von Vektoren 
wirklich ohne nennenswerte Rechnung aufgeschrieben werden konnen. 
<X4 erfiillt notwendig die Bedingungen (e1,<X4)=0, (e2,<X4)=- ~' (<Xa,<X4)=0. 
Damit kann man sofort die ersten drei Komponenten von <X4 (beziiglich 
(e1. ... ,en)aufschreiben:<X4=(0, -~, -~·* ). DadieQuadratsummedieser 
drei Komponenten kleiner 1 ist, existiert der Vektor <X4 und zwar ist 
<X4=(0, -~, -~, V~' 0, ... , o). Diese Erweiterung laBt sich zu einer 
,Kette" <X4, ... , <Xf fortsetzen, wobei aufeinanderfolgende Glieder der Kette 
einfach miteinander gebunden sind. Das Verfahren 10. ergibt: 
<Xk= ( o, ... , o, - ~· ~· o, ... , o), k=5, ••• , j. 
k-1 k 
•a'===:z:,.,.._---<0>----o--- --o---o 
~ ~ ~-1 ~ 
Systeme mit mehr als einer zweifachen Bindung sind nicht moglich. 
Dazu geniigt es zu zeigen, daB die gerade konstruierten Systeme {<Xl, ... ,<X1} 
fiir j = 3 bei <X2 und fiir j > 3 bei <Xf nicht durch einen zweifach gebundenen 
Vektor ii1+1 erweitert werden konnen. Man erhalt fiir j = 3 
und fiir j>3 
~=(0, -~, -~·* ) 
CXJ+l=(O, ••• , 0, -1,* 
i 
im Widerspruch zu LA. {<XI, ... , <Xf} ist ferner bei keinem der V ektoren 
<X2, ... , <XJ-1 durch einen einfach gebundenen Vektor iii+l erweiterbar: 
Bei <Xa folgt dies a us 7 ., bei <Xz geniigt es j = 4 und bei <Xk (k = 4, ... , j -1) 
k = j- 1 zu setzen. Das ergibt 
), ii1+1=(0, ... ,0,-~,-~,*) 
i-1 i 
Widerspruch zu 1.A. 
Sofern in P also eine zweifache Bindung vorkommt, ist jeder Vektor 
mit hochstens zwei Vektoren gebunden. 
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{<XI, <X2, <Xs} ist bei <XI durch den einfach gebundenen Vektor 
erweiterbar. 
<X!=(-~,o, -v~·~,o, ... ,o) 
o----~====~----~o 
<X! ll't ll's ~ 
Dies gilt nicht ftir {<XI, ... , <XJ }, j;;;. 4, denn man erhalt ftir j = 4 : 
*(1 0 11) <Xs = - 2' ' - V2' - 2' * 
Widerspruch zu LA. 
Aus Symmetriegriinden laBt sich deshalb auch {<XI, <X2, <Xs, ,x~} bei <X~ 
nicht erweitern. Damit sind alle Systeme P bestimmt, die eine zweifache 
Bindung enthalten. 
13. Wir bestimmen alle Systeme P, die nur einfache Bindungen ent-
halten. Sofern wir verlangen, daB jeder Vektor an hi:ichstens zwei andere 
Vektoren gebunden ist, ist wegen 3. nur ein Typus ftir ein solches System 
denkbar. Alle diese Systeme sind Erweiterungen des zweiten Systems von 
8., deren Existenz wegen der Ketten {,x4, ... , <XJ}, j=4, 5, ... , von 12. 
gesichert ist. 
o----co>-----.,;.0--- --o---o 
Die Systeme einfach gebundener Vektoren, bei denen mindestens ein 
Vektor mit drei anderen Vektoren gebunden ist, erhalt man nach 7. 
durch Erweiterung des Systems 
Wie bei 12. lassen sich hier bei ,x3 die Ketten as, ... , <Xf (j = 5, 6, ... ) 
anhangen: 
( 111 ) ( 11 ) . 
.xs= o,o,- 2,- 2, V2 , o, ... , o , <X1c= o, ... , o,- V2' V2 , o, ... , o , k= 6, ... ,J. 
o~-----o----~D------o 
ll't 
k-1 k 
- ---o'-'--0 
ll'i-1 <Xj 
{.x1, ... , ,x1} laBt sich bei <Xs, ... , <XJ-1 nicht erweitern, was sich sofort 
aus dem Vergleich mit 12. ergibt. 
17 Series A 
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Fur j=5, 6, 7 kann man {cx1, ... , IXJ} bei cx1 durch cxj+l erweitern: 
* ( 1 1 1 11/3 ) 
cx6= -2, o, o, -2, ~ 2V2' 2 Y2· o, ... , o 
IX:! 
o~---10>----11>----co>----.o 
~: ~1 ~, ~ 
~2 
0 0 I 0 0 0 
~· 7 ~1 ~, ~3 ~5 ~6 
*(1 1 1 1 11 ) 
IXs = - 2' 0, 0, - 2' - 2V2' - 2V2' - 2V2' 2V2' 0, ... , 0 . 
IX:! 
0 0 I 0 0 0 0 
~· 8 ~1 ~, ~ ~5 "0<6 ~ 
Dies gilt nicht fur j > 8 wegen des Widerspruchs zu l.A fur j = 8: 
*(1 1 1 1 1 1) 
IXg= -2, 0, 0, -2,- 2V2'- 2V2'- 2V2'- 2V2'* • 
Die drei zuletzt konstruierten Systeme lassen sich bei cx2 nicht durch. 
einen Vektor ciJ+2 erweitern. Es genugt dies fur j = 5 zu zeigen: 
ci7=(o. -~.o. -~. - 2~. -~v~·* ). 
Widerspruch zu LA. 
Schlie6lich ist fur j = 6 und daher auch flir j = 7 keine Erweiterung beim 
Vektor cxj+l durch einen Vektor ciJ+2 moglich wegen 
cis=(O, 0, 0, 0, 0, 0, -1,* ) 
Widerspruch . zu l.A. 
